ABC matematyki dla poczatkujacych fizykow.

Roéwnania rozniczkowe

W przyklady réwnan B réwnania zwyczajne
poczatkowe i brzegowe

obecnosci tarcia, drgania tlumione, drgania wymuszone

B rozwigzywanie réwnan
B stosowanie caltki oznaczonej

B separacja zmiennych W warunki
B rozwigzania przykltadéw W inne przyklady: ruch w

(przed czytaniem zapoznaj sie z rozdziatami dotyczacymi pochodnych i calek)

1 Przyklady

Méwiac o réwnaniu rézniczkowyym mamy na my$li takie
réwnanie, w ktérym nieznana funkcja wystepuje pod zna-
kiem pochodnej. Nie jestedmy w stanie rozwigzaé takiego
réwnania stosujac zwykle algebraiczne przeksztalcenia (ty-
pu obustronnego mnozenia, dzielenia, przenoszenia wyra-
z6w, itp.). Nie obejdzie sie bez catkowania, ktére jest od-
wrotng operacja do rézniczkowania. Zacznijmy od przykta-
déw.

Przyktad 1| Spadochroniarz po wyskoczeniu z samolotu

porusza sie z przyspieszeniem, ktérego warto$é¢, z uwagi
na opor powietrza, maleje wraz ze wzrostem predkosci v
i wynosi a = g — fv, gdzie g = 9.81 m/s? a 3 jest wspot-
czynnikiem oporu powietrza. Oblicz predkoéé skoczka v(t)
w dowolnej chwili ¢, zakladajac, ze w chwili poczatkowej
predko$¢ wynosita zero.

Wiemy, ze a = %, mamy wiec réwnanie
dv
at =g—po. (1)

Jest to réwnanie na nieznang funkcje v(t). Zauwaz, ze ta
funkcja wystepuje po obu stronach réwnania, przy czym
po lewej stronie stoi pod znakiem pochodnej (stad nazwa:
réwnanie rézniczkowe). Rozwiazemy to réwnanie nieco da-
lej.

Przyklad 2 |Rakieta podczas lotu zuzywa paliwo na skutek

spalania i wyrzutu gazéw; w czasie dt spala sie masa dm.
Zalézmy, ze poczatkowa masa paliwa byta réwna m, i ze jej
ubytek w jednostce czasu (czyli dm/dt) jest staly i wynosi
A

dm

— 2

o (2)
(zwr6é uwagge, ze ‘Z—T < 0, dlaczego?). Znalezé mase paliwa
m(t) w dowolnej chwili ¢ oraz czas po ktérym cale paliwo
sie wyczerpie.

Przyklad 3| Chcemy znalezé mase bryty M (niech bedzie

to kula o promieniu R) znajac jej gestos$é p w kazdym punk-
cie. Sytuacja jest prosta gdy gesto$é jest stata. Wtedy

P=3 - M =pV.

A jesli gesto$é nie jest stala? Zauwaz, ze w tym przypad-
ku gestosé w otoczeniu danego punktu bryty przedstawimy
nie jako stosunek caltej masy M do objetosci V' (bylaby to
gestosé érednia), ale jako stosunek matego fragmentu masy
dm w danym punkcie do objetosci dV tego fragmentu

_dm
P=av:
Jak widag, jest to pochodna masy po objetosci.
Zaltézmy przykltadowo, ze gestosé roénie w funkeji odleglodci
r od érodka kuli nastepujaco: p(r) = A+ B+/r, gdzie A, B
— stale dodatnie. Wtedy mamy réwnanie rézniczkowe

I A+ BV,

av ®)

ktére nalezy rozwigzaé¢ aby znalezé m(r). Zwréé uwage,
ze w powyzszym rownaniu trzy wielkosci sa zmienne: r
(zmienna niezalezna) oraz m i V (obie zaleza od r).

Przyktad 4 | Drgania harmoniczne. Ciezarek zawieszony na

sprezynie, wychylony pionowo od polozenia réwnowagi (np.
w dél) i nastepnie puszczony, bedzie si¢ poruszal ruchem
drgajacym w kierunku pionowym (w gére i w d6t wzgledem
polozenia réwnowagi) pod wplywem sity sprezystosci. Wy-
bierzmy o§ z w kierunku pionowym i przypiszmy = = 0 dla
punktu réwnowagi. Wspdtrzedna pionowa potozenia ciezar-
ka z bedzie sie oczywiscie zmienia¢ podczas ruchu; jest ona
funkcja, czasu z(t) i opisuje ja réwnanie

P
dit?

= —(JJ2$.

(4)

Znajdz rozwiagzanie réwnania (4), z(t) = ?



2 Roéwnania zwyczajne

Wszystkie réwnania rézniczkowe podane w powyzszych
przyktadach nosza nazwe réwnan zwyczajnych gdyz doty-
cza funkcji jednej zmiennej. Jedli nieznana funkcja zalezy od
wielu niezaleznych zmiennych to méwimy wtedy o réwna-
niach rézniczkowych czastkowych. Najwyzszy stopien po-
chodnej wystepujacej w réwnaniu nazywany jest rzedem
réwnania. W przykladach 1-3 mamy réwnania 1-go rzedu,
w przykladzie 4: 2-go rzedu.

2.1 Rozwigzywanie réwnan

Rozwigzaniem réwnania rézniczkowego jest funkcja, ktéra
spelnia to réwnanie, to znaczy podstawiona do réwnania
zamienia go w tozsamos$c.

Bywa, ze latwo jest rozwigzanie zgadnaé; tak jest w przy-
padku réwnania (2) z drugiego przykladu. Popatrz na to
réwnanie w nastepujacy sposéb: wyraza ono pytanie: jaka
musi by¢ funkcja m(t), ktérej pochodna jest stala i wynosi
—-A?

Taka funkcja jest m(t) = —At + C, gdzie C jest do-
wolng staly, niezalezng od ¢. Sprawdzamy. Lewa strona:

&n — (=Xt + C)' = —), prawa strona: —\, czyli mamy
tozsamo§é.

Nie zawsze jest tak prosto jak w powyzszym przykladzie,
czesto rozwigzanie rownania jest sztuka i trzeba stosowaé
specjalne sposoby.

Wréémy jeszcze do sposobu w jaki uzyskaliémy rozwigzanie.
To zgadywanie rozwigzania to nic innego jak zastosowanie
operacji catkowania do obu stron réwnania:

Cil—T:—)\ //...dt - /m'(t)dtZ—/)‘dt=

co daje oczywiécie podany juz wynik.

Uzyskane rozwiazanie m(t) = —M + C nazywamy
rozwigzaniem ogdlnym naszego rownania, zawiera ono jed-
na stalg dowolng. Tak bedzie dla kazdego réwnania 1-go
rzedu. W przypadku réwnania n-tego rzedu stalych w roz-
wiazaniu ogdlnym bedzie n. Jedli na rozwigzanie narzucone
sg dodatkowe warunki (tak jest w omawianym przykladzie
2, gdzie warunkiem poczatkowym jest m(t = 0) = m,) to
wartosci statych nalezy tak dopasowaé aby te warunki by-
ly spelnione. Takie rozwigzanie z konkretnie wybrang stata
(lub stalymi) nazywamy rozwigzaniem szczegdlnym.

2.1.1 Metoda separacji zmiennych

Rozpatrzmy réwnanie (1) z pierwszego przyktadu. Jesli
obustronnie scatkujemy to réwnanie w takiej postaci w ja-
kiej jest zapisane to nic to nie da. Popatrzmy:

/v'(t) dt :g/dt—,b’/v(t)dt.

Calkowanie lewej strony nie stwarza problemu, natomiast
po prawej napotykamy czlon z catka [ v(t)dt, ktérej natu-
ralnie nie "ugryziemy” bo funkcja v(t) jest przeciez niezna-
nal

Postepowanie w tym przypadku polega na wczeSniejszej
separacji zmiennych v i ¢, zanim przystapi sie do calko-
wania. W tym celu nalezy tak przeksztalci¢ réwnanie aby
po jednej stronie réwnania bylo wyrazenie zawierajace tyl-
ko zmienng v, a po drugiej — tylko zmienng .

Mnozac obie strony réwnania przez dt i dzielac przez g— v
uzyskujemy pozadany efekt:

dv
= dt,
g—pv

gdyz zmienna v wystepuje tylko po lewej stronie, a nie ma
jej po prawej, i odwrotnie, zmienna t jest tylko po prawej
stronie.

Teraz obustronne calkowanie tego réwnania nie stworzy
probleméw

/ g iivﬂv

skad juz przez zwyle algebraiczne przekasztalcenie mozna
wyznaczy¢ szukang funkcje v(t)!.

:/dt — —%ln(g—ﬂv)=t+0,

2.1.2 Warunki poczatkowe. Stosowanie calki
0znaczonej

W konkretnych przypadkach, gdy podane sa warunki po-
czatkowe (lub brzegowe), wygodniej jest catkowaé w okre-
Slonych granicach zamiast postugiwaé sie catka nieoznaczo-
na. Otrzymuje sie wtedy rozwiazanie szczegdlne, adekwatne
do zadanych warunkow.

Wréémy do rozpatrywanego ostatnio przyktadu. Podane
jest, ze w chwili poczatkowej ¢t = 0 predko$§é poczatkowa
v, = 0. Calkujemy w granicach, dla zmiennej ¢: 0 + ¢, dla
zmiennej v: 0 + v(t) (predko$é v(t) odpowiada chwili )

v d t
v
= [ dt,
/g—ﬁv /
0

0

co daje

L

—%ln(g—ﬂv)|g=t|g — ﬂln(g—ﬂv)—lng]:t

- Bv
— In? b = —ft.
g
7 ostatniej rownoéci wyznaczamy juz przez zwykle prze-

ksztalcenie szukang funkcje v(t):

o(t) = % (1—eBt).

Mozesz sprawdzi¢, ze znaleziona funkcja v(t) spetnia réw-
nanie. Wstaw ja do obu stron réwnania wyjéciowego v'(t) =
g — Bu(t) i sprawdz, czy otrzymuje sie tozsamosé. Sprawdz
tez, ze spelniony jest warunek poczatkowy v(t) = 0 dla
t=0.

! pod znakiem logarytmu nie trzeba bra¢ modutu gdyz wyra-
zenie g — Bv jest zawsze dodatnie



2.2 Rozwiazania przyktadéw

Dla dwéch pierwszych przyktadéw mozemy juz podaé roz-
wigzania.

Przyktad 1

dv
— =g—pv

e réwnanie:
dt

e warunek poczatkowy: v(t =0) =0

e rozwiazanie:

Przyktad 2

Aby do korica rozwigzaé przyktad nalezy jeszcze dopasowaé
stalg C' aby spelniony byt warunek, ze dla w chwili poczat-
kowej m(t = 0) = m,, czyli

m(t =0) = —X-0+ C, skad wynika, ze C = m,. Ostatecz-
nie uzyskujemy rozwigzanie zgodne z warunkiem poczatko-
wym: m(t) = m, — At.

Mozesz to samo uzyskaé stosujac technike separacji zmien-
nych i catke oznaczona. Po pomnozeniu réwnania przez dit
i scalkowaniu uzyskujemy wynik.

dm=-Xdt — [T dm=-\[jdt — m(t)=m,—\.

dm

20—
dt

e réwnanie:

e warunek poczatkowy: m(t = 0) = m,

e rozwigzanie: ‘m(t) =m,— )\t‘

Przyktad 3
Pomnozymy obie strony réwnania (3) przez dV

dm = (A+ By/r)dV.

Jedli nasza bryla jest kula to wiemy jak zalezy objeto$c
od zmiennej r: V = gnr3. Obliczamy rézniczke dV: dV =

(37r°)'dr = 4mr?dr i wstawiamy do réwnania?

dm = (A + B\/r) 4nr’dr.

W réwnaniu wystepuja teraz dwie zmienne, m i r. Sg one
rozseparowane, mozna wiec catkowaé obustronnie réwnanie
w zakresie zmiennoéci promienia r, czyli 0 + r i odpowia-
dajacym mu zakresie zmienno$ci masy, 0 +m (m jest masa
kuli o promieniu r)

/ dm:/(A+B\/F)47rr2dr -
0 0

— / dm=47r(A/ r2dr—|—B/ P2dr) -
0 0 0
3

m(r) ror 2 r
- m|0 =47T(A§|0+B?T7/2|0)
= m(r) = 4nr® (? + %ﬁ)

2dV jest objetoécig elementu o powierzchni 4712 (sfera o pro-
mieniu r) i o nieskoficzenie matlej grubosci dr

‘Z—T = 47r*(A + BYF)

e réwnanie:

e warunek brzegowy: m(r =0) =0

m(r) = 47mr® (é + ﬁw’)

e rozwigzanie:
3 7

e szukana masa dlar = R: M = 47 R® (% —+ gx/ﬁ)

Sprawdz, czy uzyskane rozwigzanie m(r) spelnia réwnanie

wyjéciowe (f;t_T =...

Przyklad 4 Rozwigzanie réwnania (4) latwo zgadnaé. Za-
pis tego réwnania zawiera treSé nastepujaca: jaka musi by¢
funkcja x(t) aby po dwukrotnym zrézniczkowaniu otrzy-
ma¢é te sama funkcje x(t) pomnozona przez ujemna stalg
—w?? Poszukaj wéréd znanych funkeji elementarnych, kté-
ra z nich spelnia takie kryterium. Nietrudno stwierdzié, ze
sa dwie takie funkcje: sinwt i cos wt.

Sprawdzamy dla z(t) = sinwt.

(sinwt)' = wcoswt,

(sinwt)” = —w? sinwt = —w?x(t).

A wiec sinwt jest dobrym rozwigzaniem. Ale nie ogdlnym.
Pamietamy, ze rozwiazanie ogélne réwnania 2-go rzedu po-
winno zawieraé dwie dowolne state. Sprawdz, ze kombinacja
liniowa sinusa i kosinusa

z(t) = asinwt + bcoswt,
gdzie a, b sa dowolnymi staltymi, réwniez spelnia réwnanie
(4). Jest to wlaénie poszukiwane rozwiazanie ogélne. Inng
postacig rozwigzania ogdlnego ze stalymi A, ¢ jest funkcja

z(t) = Asin (wt + @)

(sprawdz, ze tak jest).

, . Pz 5
e réwnanie: |—— = —w’z
dt

e rozwigzanie ogdlne: ‘a:(t) = Asin (wt + @) ‘

A jest amplitudg drgan (czyli maksymalnym wychyleniem
od polozenia réwnowagi), a stala ¢ jest wielkosciag katows
podawana w radianach i nazywa sie faza drgan. Wielko$¢ w
nazywana, jest czestoécia kolowa drgan, jest ona zwigzana

7 . _ 2T
z okresem drgan T relacjag w = 7.

2.3 Inne przyklady
2.3.1 Ruch w $rodowisku lepkim

Zalézmy, ze na poruszajaca sie czastke o masie m dziala
tylko jedna sila — sita oporu oérodka. Sita oporu jest pro-
porcjonalna do predkosci czastki v i przeciwna do kierunku
ruchu, F' = —vv (v = const > 0). Przyjmijmy, ze w chwili
poczatkowej predkoéé wynosita v,. Skonstruujmy réwnanie
opisujace ruch czastki, czyli postuzmy sie II zasada dyna-
miki:

dv

m— = =Y. (5)




Rozwiazanie réwnania:
Separacja zmiennych:

d
d_ v
v m
Calkowanie stronami:
v d t
—U:—l/ i - hmhe=-T¢ -
v, U m Jo Vo m

— 2t

= |v(t) = vee

Predko$é maleje eksponencjalnie poczynajac od wartoSci
v,. Przy t — oo zbliza sie asymptotycznie do zera.

2.3.2 Rdéwnanie drgan harmonicznych ttu-
mionych

Réwnanie z przyktadu 4 opisuje czysty ruch harmoniczny,
w ktérym drgania nie zanikaja w czasie i energia drgan jest
stata. Zwykle jednak wystepuja opory ruchu (np. tarcie),
ktérych przezwyciezenie wymaga wykonania pracy kosztem
energii drgan. W efekcie amplituda drgan nie jest stala i
maleje w funkcji czasu.

Roéwnanie, ktére opisuje ruch harmoniczny tlumiony jest
podobne do réwnania (4) ale rézni si¢ od niego tym, ze
zawiera, dodatkowo czlon proporcjonalny do pierwszej po-
chodnej wychylenia z

d’x(t)
dt?

dx (t) 2
ar T

+28 a(t) = 0. (6)

Stala # nazywamy wspolczynnikiem tlumienia, zas§ w, —
czestodcig drgan wlasnych, czyli czestoscig kolowa drgan
gdyby nie bylo ttumienia.

Dla wygody zapisu postuzymy sie dalej konwencja ozna-
czania pochodnej wzgledem czasu przy pomocy kropki: &
bedzie oznaczaé pierwsza pochodna funkcji z(t), a Z jej
druga pochodng. Nasze réwnanie przybiera teraz postac:

#(t) + 2B 5(t) + wiz(t) = 0.

Jak rozwiagzaé to réwnanie? Obecno$¢ czlonu z pierwszg
pochodng #(t) znacznie komplikuje to zadanie. Potrzeba
troche doswiadczenia i intuicji; mozna zreszta dokonywaé
préb i sprawdzaé czy zakonczg sie sukcesem.

Sprébujmy logicznie opisaé nasze przewidywania jak bedzie
zmieniaé si¢ w czasie funkcja z(t) opisujaca wychylenie od
polozenia réwnowagi drgajacego obiektu. Gdyby nie byto
ttumienia to rozwigzanie juz znamy z przyktadu 4:

z(t) = Asin (wot + @)

Spodziewamy sie zatem, ze:

1) mimo pojawienia si¢ czynnika tlumiacego (powiedzmy
dla ostrozno$ci — niezbyt wielkiego) ruch dalej bedzie ru-
chem periodycznym, mozliwe, ze o innym okresie, czyli z
innym w (w # w,),

2) amplituda drgan nie bedzie stala, bedzie malejaca funk-
cja czasu i prawdopodobnie bedzie dazyé asymptotycznie
do zera gdy t — oo.

Zastanowmy sie jaka funkcja opisaé¢ zmiennoé¢ amplitudy?
”Sprawca” zaniku amplitudy jest sita oporu osrodka, w kté-
rym zachodzi drganie, a jak widzieliSmy w poprzednim roz-
dziale 2.3.1 (réwnanie (5)), zmienno$é ruchu pod wplywem
sity oporu opisuje malejaca eksponenta. Céz wiec szkodzi
sprébowaé¢ wprowadzié¢ eksponente e~** do szukanego roz-
wigzania? (Na razie nie okre$lajmy wartosci statej a, do-
bierzemy ja poznie;j.)

Stuszne wiec bedzie poszukiwaé rozwiazania réwnania (6)
w postaci

z(t) = e"'g(t),

dzie cze$é wyrazona przez e~ spelni postulat zanikania
y

amplitudy, a nowa nieznana funkcja g(t) powinna zapew-
ni¢ periodyczno$é ruchu. W zwigzku z tym spodziewamy
sie, ze réwnanie na funkcje g(t) bedzie réwnaniem ruchu
harmonicznego, czyli réwnaniem typu (4), ktére nie bedzie
zawieraé pierwszej pochodnej funkcji g(t).

Wstawmy postulowane rozwigzanie do (6). W tym celu
trzeba wpierw policzyé pierwsza i druga pochodng z(t):
B(t) = —ae™*g(t) + e *'4(t),

#(t) = a?e g(t) — ae™*g(t) — ae=tg(t) + e tG(t).

Po wstawieniu xz(t), £(t), Z(t) do (6), uporzadkowaniu i
uproszczeniu przez czynnik e~*' (wykonaj te operacje sa-
modzielnie) uzyskamy réwnanie na nieznang funkcje g(t)

g(t) + (28 — 2a)4(t) + (@ — 2Ba + w?)g(t) = 0.

Zgodnie z postulatem, ze w réwnaniu na ¢(t) nie powinno
by¢ cztonu z pierwsza pochodng §(t) przyjmiemy, ze o = 3
(dotad nie narzucaliému zadnego warunku na «). Réwnanie
bedzie wygladalo teraz tak:

§(t) + (Wi = B)g(t) = 0.

Jedli B < w, (co ma miejsce gdy tlumienie nie jest zbyt
duze) to podstawiajac

o= VI

dochodzimy ostatecznie do réwnania, ktére juz znamy z
przykladu 4

§(t) = —w?g(t)
czyli do réwnania drgan harmonicznych niettumionych,
ktorego rozwigzaniem jest

g(t) = Asin (wt + ).

Mamy juz wszystkie elementy potrzebne do okreslenia szu-
kanej funkcji z(t).

z(t) = Ae 7Pt sin(\/w2 — B2t + ).

UzyskaliSmy rozwigzanie réwnania drgan harmonicznych
ttumionych!

Przypomnijmy, ze takie drgania wystapia gdy 8 < w,, czy-
li gdy wspélezynnik ttumienia bedzie mniejszy od czestosci
drgan wtasnych.3

3Zastanéw sie jak bedzie wygladaé rozwigzanie w przypadku
gdy 8 > wo.



Czynnik Ae~ 5! opisuje malejaca w czasie amplitude drgan,
a cze$é z sinusem wskazuje, ze ruch jest okresowy * o cze-

stodci w = \Jw? — f2.

Dlailustracji wyniku, na ponizszym rysunku przedstawiony
jest przykladowy wykres funkcji x(t), wykonany dla naste-
pujacych danych liczbowych:

A=10cm, §=0.21/s, wo =3 rad/s, ¢ = 7/2 rad.

T T T
0 2 4 6 8 10

t [s]

wychylenie x(t) [em]

2.3.3 Roéwnanie drgan harmonicznych wymu-
szonych

Rozpatrzmy dwa przyklady drgan wymuszonych przez sile
zmieniajacy sie sinusoidalnie z czgstoscia w (przyjmijmy:
proporcjonalnie do coswt). Okaze sie, ze mimo iz dotycza
kompletnie réznych zjawisk, beda opisane identycznym (z
punktu widzenia matematyki) réwnaniem rézniczkowym.

e Masa m przyczepiona do niewazkiej
sprezyny moze wykonywa¢ drgania har-
moniczne (zalézmy: w kierunku osi z,
skierowanej w dét rysunku) po wply-
wem sily sprezystosci, Fy = —kz, pro-
porcjonalnej do wychylenia z od poto-
zenia réwnowagi. Jedli dzieje sie to w
osrodku lepkim nalezy uwzglednié tak- m
ze site oporu F; = —yv (proporcjonalng
do predkosci). Jedli dodatkowo wprowa-
dzimy sitle wymuszajaca F,, = F, coswt

to sila wypadkowa bedzie suma tych trzech sil, F' =
—kx — yv + F, coswt.

Pytanie: jak zmienia si¢ polozenie x(t) poruszajacej sie
masy?

e Rozpatrujemy zamkniety obwdd elektryczny ztozony z
kondensatora o pojemnoéci C, cewki o indukcyjnosci L,
opornika o oporze R oraz wymuszajacej sity elektromo-
torycznej e(t) zmieniajacej si¢ sinusoidalnie z czestoscia
w: g(t) = g, coswt. Te elementy polgczone sg szeregowo.

4Gwoli écistosci: rozpatrywany ruch nie jest ruchem stric-
te okresowym gdyz nie spelnia postulatu okresowoéci z(t) =
z(t + T'), nalezaloby go raczej nazwaé ruchem quasi-okresowym.

R L C
—1
€

Utozy¢ i rozwiazaé¢ réwnanie opisujace drgania w takim
obwodzie RLC.

Réwnanie dla pierwszego przypadku.

Zapiszemy II zasade dynamiki opisujaca ruch czastki m pod
wplywem sily wypadkowej F':

mZ(t) = F = —kz(t) — yvu(t) + F, cos wt.

Po wstawieniu v(t) = %(t) i po uporzadkowaniu otrzymu-
jemy réwnanie rézniczkowe na funkcje polozenia z(t):

. v B
Z(t) + Ew(t) + Ex(t) =—.

Réwnanie dla drugiego przypadku.

Réwnanie wyjSciowe opisujace zmiany ladunku ¢(t) na
oktadkach kondensatora i natezenia pradu i(t) w obwo-
dzie wynika z prawa Kirchoffa (suma spadkéw napie¢ na
poszczegdlnych elementach obwodu jest réwna przylozonej
sile elektromotorycznej) i ma postaé

di

LE + iR+ % = €, COS wt.

Po wstawieniu i(t) = ¢(t) i podzieleniu przez L otrzymuje-
my réwnanie rézniczkowe opisujace zmiennoé¢ tadunku na
okladkach kondensatora w czasie, ¢(t)

it) + %q‘(t) 4 %q(t) ~ %,

Roéwnania w obu przypadkach sa matematycznie identyczne
— réznica jest wylacznie w stalych wspélczynnikach, w
zwigzku z tym rozwiazania beda takie same (z innymi
wspélczynnikami).

Zapiszmy te réwnania w postaci ogdlnej, dla szukanej funk-
cji x = z(t).

Réwnanie drgan wymuszonych:

&+ 2B% 4+ w?x = f,coswt.

(7)

Stata 3 jest wspdlczynnikiem tlumienia; f = 3. (dla
drgafi mechanicznych), § = % (dla drgan w obwodzie

RLC). Czestosé drgan wlasnych w, wynosi odpowiednio
wo =k/miw,=+/1/LC.

Rozwiazanie.

Nieznana funkcja z(t) jest odpowiedzig uktadu na wymu-
szenie, a wiec jest logiczne, ze dopasuje sie ona (po jakim$
czasie) do wymuszenia i bedzie funkcja czasu o takiej same;j
czestodci w jaka narzuca wymuszenie, a poniewaz jest roz-
wigzaniem réwnania 2-go stopnia, wiec powinna zawierac
dwie stale (zalezne od warunkéw poczatkowych). Szukajmy
wiec rozwigzania w postaci

z(t) = Acos(wt + ).



Naszym zadaniem jest znalezienie takich statych A, ¢, przy
ktérych z(t) spelnia réwnanie.

Wygodnie jest postuzy¢ sie w tym celu techniky liczb ze-
spolonych.

Rozszerzmy wystepujace w réwnaniu (7) funkcje rzeczywi-
ste zalezne od czasu na dziedzine funkcji zespolonych, tak
aby byly one czeSciami rzeczywistymi nowych funkeji

z(t) = Acos(wt +¢) — 2(t) = Ael@tHe)
focoswt —  foe™t.

Réwnanie ma teraz postac
542854 wiz = fet. (7a)

Znajdujac rozwigzanie z(t) tego réwnania uzyskamy réw-
noczeénie rowigzanie réwnania (7) dla z, biorac z(t) =

Re[z(t)].
Obliczmy pochodne z(t) i wstawmy je do réwnania:
3= Aiwet@tte) 3= _ A2eiwite)
Aeilwtte) (wg —w?+ 2ifw) = foeit.
iwt

Po uproszczeniu przez przez czynnik e™* uzyskujemy za-
leznosé: s
o __ o
Aet? = w2 — w? + 2ifw’ (7)
z ktoérej nietrudno obliczy¢ amplitude A i faze ¢ liczby ze-
spolonej Aet?. Amplitude liczby zespolonej oblicza sie mno-
zac te liczbe przez liczbe sprzezong, Ae'? - Ae™# = A2,
2

wgfuﬂ:—%ﬂw : wgfw2of2i,3w = (w§7w2)§+462w2'
_ fo
V@ — ) + 45

Faze ¢ obliczymy réwniez z relacji (7b), ktéra, wygodniej
przedstawi¢ tak:

A? =
Stad

1 —ip 1 2 2 .
—e = —(w, —w” + 2ifw).

G =1 )
Tamgens fazy liczby zespolonej (w naszym przypadku jest
to kat —¢) oblicza sie biorac stosunek Im(z)/Re(z) =
8 (—p) = 200/(w? — ), cayli tgp = —2Bw/ (R — w?).
Mamy juz szukane amplitude A i faze ¢, znalezliémy wiec
szukana funkcje z(t) = Ae!“tt¥) a zatem i rozwiazanie
réwnania (7), z(t) = Re(2):

z(t) = fo cos (wt + @),

VZ — ) + AP

20w

dzi tgp=——5—"5.
gdzie tgo O —



