ABC matematyki dla poczatkujacych fizykow.
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1 Calka nieoznaczona

Calkowanie moze by¢ traktowane jako operacja odwrot-
ng do rézniczkowania. Definiujemy ja z grubsza w na-
stepujacy sposéb.
Operacje catkowania funkcji jednej zmiennej f(x) zapi-
sujemy w postaci

[ f@)ds = F)

przy czym w wyniku calkowania otrzymujemy taka
funkcje F(xz), ktéra po zrézniczkowaniu daje funkcje
podcatkows, f(x):

F(zx) nazywamy funkcja pierwotng. Zauwazmy, ze ta-
kich funkcji jest nieskoniczenie wiele, gdyz dodanie do-
wolnej stalej do F(z) daje funkcje pierwotng réwnie
dobrg jak F(z) (bo pochodna stalej jest réwna zero i
4(F(@) +0) = £F(z) = f()).

Przyktady.

1. [sinzder = —cosz + C
2. [2Pdz =25 +C
3. [de=z+C

4. [e*dz =€+ C
5. [3e7%dp = —3e7 2 4+ C
6

. [ VEde = 2232 = 2a\/5 4+ C
2

31—2)V1—=z
Sposobéw catkowania jest wiele, nie ma jednej reguty.
Mozna zgadnac wynik, tak jak w powyzszych przykta-
dach. Czasem trzeba przeksztalcié wyrazenie podcatko-
we, tak aby sprowadzi¢ calkowanie do prostego przy-
padku, dla ktérego odpowiedz tatwo uzyskaé.

Tak jest np. dla przykladu 7. W tym przypadku mo-
zemy podstawié¢ za wyrazenie pod pierwiastkiem nowsa

7. [VI-—zde=— +C

B calki niewlaSciwe M me-
B catka po powierzchni (catka

zmienng y: y =1 — 2.

Musimy takze podstawi¢ wlasciwe wyrazenie za dz, bo
w calce z-6w juz nie chcemy, musimy wszystko przedsta-
wié za pomocy y-grekéow. W tym celu wezmy z réwnosci
y =1 —x obustronnie rézniczke. Mamy:

dy=d(1—-2z) —» dy=—dx.

Nasza caltka ma wiec postaé:

f\/ﬂ(—dy) = —f\/ﬂdy = —§y3/2 = —m-
OczywiScie, nalezy dla uzyskania ogélnego rozwigzania
dorzucié¢ do wyniku stala C.

Powyzszy sposéb nazywany jest metoda podstawiania.

2 Calka oznaczona

Calke oznaczona funkcji f(z) w przedziale [z,,zs] de-
finiujemy jako réznice wartosci funkeji pierwotnej F(z)
dla gérnej i dolnej granicy catkowania

[ @) ds = Fa) - Faa).

Prawg stroneg czesto zapisujemy w postaci F'(x) z"

a

Zauwaz, ze calka oznaczona w odréznieniu od calki nie-
oznaczonej jest liczba, a nie funkcja.

3 Interpretacja calki oznaczonej

Calka oznaczona [° f(x)dx jest liczbowo réwna polu
pod wykresem funkcji f(xz) w obszarze ograniczonym
wsp6trzednymi z, i z, (patrz rys.).
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Z; z;+Ax;

Aby pokazaé ze tak jest, podzielmy caly przedzial cal-
kowania [z,,zs] na n malych podprzedzialéw o szero-
kosciach Az;, i =1,2,---n. Iloczyn

f(zi)Az;

przedstawia pole i-tego prostokata o podstawie Awx;
i wysoko$ci f(x;) (zakreskowany pasek na rysunku).
Sumujac pola wszystkich takich paskéw w przedziale
[4,Ts] uzyskamy w przyblizeniu cale pole pod wykre-
sem. Zapiszmy te sume:

n

> @) Az

i=1

W rzeczywistosci jest to pole pod wykresem linii tama-
nej, jak widaé na ponizszym rysunku.

! o y= i@
flag) | 4§ T
Ta Ax; Th T

Obliczane pole jest tym blizsze polu pod krzywa, f(z) im
drobniejszy bedzie podzial na fragmenty Az. W granicy,
przy n — oo (czyli przy Az — 0) uzyskamy dokladng
warto$¢ pola pod wykresem f(z).

Te granice zapisujemy zamieniajac (we wzorze na sume)
skonczong warto$¢ przyrostu Az na nieskoriczenie maly
przyrost dz (rézniczka zmiennej z), a symbol sumy X
zamieniamy symbolem |.

n

> farni [ f@as

i=1

Tak wiec catke oznaczona f;: f(z) dz nalezy rozumieé
jako sume nieskoriczonej liczby pél f(z)dz (czyli pdl
prostokacikéw o nieskonczenie matej szerokoéci podsta-
wy dz 1 wysokoéci f(z)), zaczynajac sumowanie od po-
czatkowego punktu z,, a koriczac na ; (zmienna x prze-
biega wartodci z przedziatu [z, zp]).

Przyklad. Obliczymy pole pod wykresem paraboli zada-
nej réwnaniem y = 22 w przedziale z-6w 0 + 7 (obszar
zaznaczony na rysunku):

—0%) = 114.3.

f7 r?dr = —:c3| = (7

0

4 Calka niewlasSciwa

Zdarza sie, ze mamy obliczyé¢ catke oznaczong w przy-
padku gdy przedzial catkowania jest nieskoriczony (jed-
na z granic catlkowania to oo lub —oo, ewentualnie obie
granice sa nieskoriczone: dolna —oo, gérna +00).

Bywa tez, ze granica calkowania jest skoniczona liczba
ale funkcja podcaltkowa jest nieograniczona w tym punk-
cie (méwimy, ze funkcja ma “osobliwo$é” w tym punk-
cie).

W obu tych przypadkach caltke nazywamy niewlasciwa.

Przyklady:

/ 224y, /—dw

W pierwszym przykladzie przedzial catkowania jest nie-
skoniczony, w drugim — funkcja podcatkowa jest nieogra-
niczona dla dolnej granicy catkowania (dazy do nieskori-
czonosci gdy = — 0).

Calka niewlaSciwa istnieje gdy istniejg granice funkcji
pierwotnej na koncach przedzialu calkowania. Zobacz-
my jak to jest dla naszych przykladéw:

T 1
/e_hd:c = —§€_QE|0 =
0
1 1 1
= lim (——62””) - (— e 2 0) = -,
z—00 2

/ ! da:_2f|0—2f—2f_2

0



W nastepujacym przykladzie

1
1
/ —dx
x
0
calka niewlasciwa nie istnieje. Funkcja podcatkowa ma
osobliwo$¢ w dolnej granicy (jest nieskoriczona dla x =
0). Funkcja pierwotna jest Inzx. Nie istnieje granica tej
funkcji lirr%) (In z). Funkcja Inz dazy do —oo gdy = dazy
T
do zera. Moéwimy, ze taka calka jest “rozbiezna”.

5 Metody catkowania

Zwykle staramy sie sprowadzi¢ catke do prost-
szej postaci, dla ktérej wzdr jest znany. Sposo-
béw jest wiele, nie ma jednej reguly. Do najbar-
dziej podstawowych i najczeSciej stosowanych nalezg
metoda podstawiania (zilustrowana przyktadem w roz-

dziale 1) i catkowanie przez czeSci.

W metodzie catkowania przez cze$ci postugujemy sie

reguly !
[tdg=19- [ga

gdzie f = f(x) i g = g(x) sa funkcjami zmiennej z, a
df = f'(z)dz i dg = ¢'(z)dx sa rézniczkami funkcji f(z)
ig(x).

Przyklad 1. Obliczy¢ catke [z coszdz.

/wcoswd:vz/wd(sinx) =:L'sin$—/sinxd:c =

=zxsinxz + cosz + C.

Sprawdz, ze (zsinz + cosxz + C)' daje funkcje podcal-
kowa z cosz.

1
Przyklad 2. Obliczyé catke [z?e "dz.
0

Obliczmy najpierw calke nieoznaczong, a nastepnie
wstawimy granice.

/w e ¥dr = /x2d(—e*‘”) =

Teraz nalezy jeszcze raz zastosowaé calkowanie przez
czedci do calki [ 2ze *du.

/2xe"”da: = /Qxd(— )= —2ze " +/2e“”dx =

v —2e ",
Rezultat calkowania:
1

/xze*””dx— (x? + 2z + 2)e |0——g+2.
0

—x%e " +/2me*wda:.

= —2xe

'Podana reguta wynika ze wzoru na rézniczke iloczynu
dwéch funkcji: d(fg) = fdg + gdf. Obustronne scatkowa-

nie tej réwnoéci daje: [d(fg) = fg = [ fdg+ [gdf —
Jfdg=fg— [gdf

6 Catka krzywoliniowa

Niech C bedzie krzywa w przestrzeni (przyktadowo, mo-
ze to by¢ tor po ktérym przesuwa sie cialo). Okresla ja
wektor wodzacy 7(z,y,z) (patrz tekst Uklady wspdt-
rzednych). Dane jest tez w przestrzeni z,y, z pole wek-
torowe ﬁ(m, y,2), czyli w kazdym punkcie krzywej jest
okreélony wektor ﬁ, w ogdlnym przypadku moze sie on
zmienia¢ od punktu do punktu zaréwno co do wartosci
jak i kierunku. Wektor dr przedstawia odcinek krzywej
o nieskoniczenie malej dlugosci.

Skoncentrujmy uwage na wybranym punkcie krzywej
pomiedzy A i B i utwérzmy iloczyn skalarny F.dr =
Fcosadr (a _]est katem miedzy F i dr) F cos a jest rzu-
tem wektora F na styczng do krzywej w rozpatrywanym
punkcie.

Calke po krzywej C' w granicach od punktu 4 do punk-
tu B okreslamy jako sume takich nieskoficzenie matych
przyczynkéw F' - dr:

B

B
/ dr = /Fcosadr.
A A

Przykladem sytuacji, w ktérej trzeba postuzyé sie catka
krzywoliniowa, jest zagadnienie obliczania pracy wyko-
nanej przez sile F przy przesuwaniu ciata po zadanym
torze. Praca wykonana przez sile F na maltym odcinku
drogi dr wynosi dW = F dr = F cosadr. Cala praca:

W= chosadr

A
Jak wida¢ z wzoru prace wykonuje tylko sktadowa si-
ly styczna do toru, praca skladowej prostopadlej jest
réwna zeru!

7 Calka powierzchniowa

Zadane jest pole wektorowe F' (z,y, z) oraz okreslona po-
wierzchnia, nazwijmy ja S,. W dowolnym miejscu na
powierzchni wydzielmy nieskoriczenie maly jej element
dS i uméwmy sie, ze wektor dS jest wektorem prosto-
padlym do powierzchni (zwréconym na zewnatrz) i ma-
jacym dltugosé dS.
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Tworzymy iloczyn skalarny F.dsi sumujemy takie nie-
skonczenie male przyczynki dla wszystkich punktéw po-
wierzchni. Jest to tzw. catka powierzchniowa

Zauwazmy, ze dS - cos a jest rzutem wycinka powierzch-
ni dS na plaszczyzne prostopadla do wektora F.

Zmienng catkowania jest S, obszarem catkowania jest
cala powierzchnia S,. Powierzchnia jest tworem dwuwy-
miarowym, dlatego czesto catke powierzchniowa przed-

stawia sie przy pomocy dwéch symboli calki [f F . ds.
So

8 Catka objetosciowa

Zadana jest w przestrzeni funkcja skalarna f(z,y,z) i
niech V, bedzie wydzielong objetoécia w tej przestrze-
ni. Podzielmy caly obszar V, na nieskonczong ilos¢ ele-
mentarnych objetosci dV'. Dla poszczegélnych punktéw
obszaru (o wspélrzednych z,y,z) utwérzmy iloczyny
f(z,y,2)dV, a nastepnie zsumujmy je wszystkie 2. Ta
procedura sumowania wyrazona jest calka, nazywang
calka objetoSciows,

/ f(@,y,2)dV.
Vo

Objetosé jest tworem tréjwymiarowym, zatem calke ob-
jetoéciowa przedstawia sie czesto przy pomocy trzech
symboli catkowania

///f(;v,y,z)dV.
Vo

Zauwaz, ze w ukladzie kartezjanskim dV = dzxdydz
jest elementarna objetoécia, ktdéra przedstawia obje-
tos¢ nieskoniczenie malego prostopadloécianu o bokach
dz, dy, dz.

Przyktad. Obliczy¢ mase prostopadtoScianu o zadanych
wymiarach i zmiennej gestosci.

2zwréé uwage, ze dV jest otoczeniem konkretnego punktu
(z,9,2)

Przyjmijmy osie ukladu kartezjanskiego z,y,z réw-
nolegle do krawedzi prostopadlo$cianu, a pocza-
tek w jednym z naroznikéw. Niech X,Y,Z be-
da odpowiednio dlugoécia, szerokoscia i wysoko$cia,
prostopadlo$cianu. a Zalézmy, ze gesto$¢ prostopa-
dlodcianu jest zmienna i1 waraza sie nastepujaco:
p(z,y,2) = p, e~ (@T2+32),

przy czym p, jest wielko$cig stala.

Wielko$é¢ p(z,y,2)dV = p(z,y,2)drdydr jest masa
czesci prostopadloécianu o nieskoniczenie malej objetoéci
dV, w otoczeniu punktu o wspéirzednych (z,y, 2). Za-
tem cala masa m jest sumg takich elementarnych mas,
czyli catka

XY z
m=/p(x,y,z)de///poe_(””+2y+3z) dzr dy dz.
1% 000

Teraz trzeba wykonaé trzy calkowania (w dowolnej
kolejnosci), odpowiednio po zmiennych z, y i z. Przy-

ktadowo, catkowanie po y daje:
Y

[poem @ dy =
%poef(z+32)(1 _ 672Y)
(zwr6é uwage, ze x i z potraktowane zostaly jako stale
podczas catkowania po y).

Teraz zostaly jeszcze do wykonania dwa catkowania:

_1, o—(zt2y+32)|Y  _
3P0 € |0

Xz
//ipoe_(”“'wz)(l—e_w)dmdz.
00

Dokonicz samodzielnie obliczenia. Powiniene$ uzyskac
wynik

m = %po(l C e XY (1 — YY1 — =37,

Przyktad. Obliczyé mase kuli o promieniu R i gestosci
zmieniajacej sie nastepujaco: p(r) = po (1 + ar), gdzie
r jest odleglodcig od érodka kuli a p, i a sg stalymi do-
datnimi.

Tym razem mamy do czynienia z symetria sferyczna:
gestosé w ustalonej odlegloéci r (czyli na sferze o pro-
mieniu ) jest wszedzie taka sama, niezaleznie od kie-
runku. Dlatego jako objeto$¢ elementarna dV wygodnie
jest obraé obszar ograniczony sferami o promieniach r i
r +dr, ta objeto$¢ jest réwna dV = 4mr?dr (powierzch-
nia sfery 4nr? razy jej gruboéé dr). Masa tej objetosci
jest réwna dm = p(r)dV, a calkowita masa

R

m= /dm :/p(r)dV = /po(1+ar)47rr2dr.

Vv 0

W rozpatrywanym przyktadzie funkcja podcatkowa (ge-
sto$é p) zalezy tylko od jednej zmiennej, a wiec obli-
czenie calki objetoSciowej wymaga jednego catkowania.
Dokoncz obliczenia.



