Cwiczenie 1

Hipoteza Statystyczna

1. Cel éwiczenia

Celem ¢wiczenia jest zaznajomienie si¢ z metodami statystycznymi pozwalajacymi na weryfikacje
hipotezy dotyczacej rodzaju lub parametrow rozktadu prawdopodobienstwa badanej populacji na
podstawie pobranej probki losowe;.

2. Popularne rozklady prawdopodobienstwa zmiennej ciaglej.
2.1 Rozklad normalny

Rozktad normalny, zwany réwniez rozktadem Gaussa (Gaussa-Laplace’a) jest najczgsciej
wystepujacym w literaturze. Kazda zmienna losowa, ktora jest sumg wielu czynnikow, niezaleznie od
rozktadu prawdopodobienstwa tych czynnikow, bedzie zmienng z rozktadu normalnego. Jest to
wynikiem dziatania centralnego twierdzenia granicznego.

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa zmiennej x z rozktadu normalnego o wartosci oczekiwanej p
oraz odchyleniu standardowym ¢ jest opisana wzorem
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Jesli u = 0 oraz ¢ = 1, to rozktad nazywa si¢ standaryzowanym rozktadem normalnym. Jesli zmienna
x pochodzi z rozktadu normalnego N (x; u, ), to zmienna X = % pochodzi z rozktadu N(x; 0,1).

W statystyce niezwykle wazne jest pojecie dystrubuanty. Jest to prawdopodobienstwo P, ze zmienna
losowa X ma warto$ci mniejsze badZz rowne x. Dla rozktadu normalnego dystrybuanta wyraza si¢

wzorem
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Wzor (2) nie ma postaci analitycznej. W zastosowaniu, catke oblicza si¢ numerycznie lub korzysta z
wartosci tablicowych. Warto$ci dystrybuanty (2) sg stablicowane dla rozktadu standaryzowanego.
Warto$¢ dystrubuanty dla dowolnego rozktadu normalnego mozna otrzymac z relacji

P(X<x; uo)=2® (x ; #), (3)

gdzie ®(x) jest dystrybuantg standaryzowanego rozktadu Gaussa.

Istnieje funkcja, ktora jest predefiniowana w bibliotekach matematycznych jezykow programowania,
pozwalajgca na obliczenie dystrubuanty @. Jest to tzw. funkcja btedu oznaczana skrotowo jako erf.
Zwiagzek miedzy dystrybuanta @ a funkcja btgdu jest nastepujacy:

d(x) = %(1 + erf(%)). (4)



2.2 Rozklad y?

Niech zmienna losowa u bgdzie sumg niezaleznych zmiennych losowych x; z tego samego rozktadu
normalnego o wartosci oczekiwanej u oraz odchyleniu standardowym o
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Rozktad zmiennej u jest rozktadem y? o n stopniach swobody:

Xn(w) = ;ug_1 exp (— E).
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2.3 Rozklad Studenta

Zauwazmy, ze zmienna u opisana wzorem (5) wymaga znajomosci odchylenia standardowego
rozktadu normalnego, z ktérego pochodza probki x;. Jest ona jednak czesto niedostepna. W celu
uniknigcia tego problemu mozna rozwazy¢ zmienng t postaci:

t=— " ™

gdzie x — estymator wartosci oczekiwanej, Sz — estymator odchylenia standardowego $rednie;.
Zmienna t ma rozktad w postaci rozktadu Studenta 0 n stopniach swobody:
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2.4 Rozklad Snedecora-Fishera

Rozwazmy iloraz dwoch zmiennych u, 0raz u,, kazda o rozktadzie y? o odpowiednio n i m stopniach
swobody:

=21/2, ©
n’m
Rozktad zmiennej F jest rozktadem Snedeckora-Fishera o (n, m) stopniach swobody:
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Statystyki Snedecora-Fishera mozna uzy¢ do poréwnania odchylen standardowych w dwoch probkach
wylosowanych z rozktadu normalnego. W tym celu uzywamy zmienng Fishera:
sz /s2
== /= (11)
ozl oy



Zmienna ta podlega rozktadowi Snedecora-Fishera o (n — 1, m — 1) stopniach swobody. Najczestsze
uzycie zmiennej (11) dotyczy testu prawdziwosci hipotezy, ze probki x oraz y pochodzg z rozktadéw
normalnych o réwnych odchyleniach standardowych.

3. Wykonanie ¢wiczenia
3.1. Pomiar

Eksperyment dotyczy 100-krotnego pomiaru dwukrotnego okresu drgan wahadta matematycznego.
Wahadto wprowadza si¢ w ruch jednokrotnie poprzez wychylenie ci¢zarka od polozenia rownowagi.
Wychylenie powinno by¢ male (< 7°), aby na statystyke pomiaru nie wptywala zaleznos$¢ okresu
drgan od kata wychylenia. Po wychyleniu wahadta stoper nalezy wlaczy¢, kiedy cigzarek znajduje si¢
w maksymalnym wychyleniu. Za kazdym razem, kiedy wahadto dokona dwdch pelnych wychylen,
nalezy zapisa¢ czas, w ktoérym te wychylenia nastgpity.

3.2. Histogram i Rozklad Normalny

Okres drgan dla kazdego pojedynczego pomiaru uzyskanego zgodnie z punktem 3.1 nalezy otrzymac
poprzez podzielenie zmierzonego czasu przez 2. Aby otrzymac histogram okresu drgan wahadta
nalezy podzieli¢ przedziat, w ktorym zawierajg si¢ zmierzone okresy drgan na k przedziatow.
Szeroko$¢ h przedziatu (stupka histogramu) otrzymujemy ze wzoru

h= Tmax I: Tmin, (12)

gdzie Ty, gy 0raz Ty, to odpowiednio maksymalny i minimalny okres drgan wynikajacy z pomiarow.

Liczbe przedziatow histogramu mozna dobrac ,,na 0ko”, jednak istnieja pewne uzyteczne kryteria,
pomagajace w okresleniu tego parametru. Jednym z nich jest zasada Freedmana-Diaconisa.
Zatozeniem tej metody jest minimalizacja roznicy pola powierzchni miedzy histogramem a
teoretycznym rozktadem prawdopodobienstwa. Ogolne rownanie na szerokos$¢ przedziatu histogramu:

IQR(x)
e

h=2 (13)

gdzie x — populacja dla ktorej wykonujemy histogram, IQR — rozstep ¢wiartkowy (ang. interquartile
range), n — liczba probek. Aby otrzymac rozstep ¢wiartkowy nalezy obliczy¢ pierwszy i trzeci kwartyl
i odja¢ pierwszy od trzeciego. Pierwszy kwartyl to mediana z potowy najmniejszych wartosci
populacji, a kwartyl trzeci to mediana z potowy najwigkszych wartosci populacji.

Wykorzystajmy program Matlab do narysowania histogramu okresu drgan wahadta matematycznego
zmierzonego w punkcie 3.1. Stworzmy nowy skrypt o nazwie plot histogram.m. Rozszerzenie

* . m jest charakterystyczne dla plikow programu Matlab. Zatézmy, ze dane sg zapisane w jednej
kolumnie w pliku tekstowym dane. txt. Pierwsza czynnos$cia jest zatadowanie danych do programu.
Import danych dokonuje si¢ funkcjg 1oad (‘nazwa pliku’). Wazne, zeby plik z danymi
znajdowat si¢ w tej samej $ciezce co skrypt programu. Wynik dziatania funkcji nalezy przypisa¢ do
zmiennej np. 0 nazwie dane. Stworzmy dodatkowg zmienng przechowujgca rozmiar wektora danych,
co mozna otrzyma¢ komendg n=1ength (dane).

Po wczytaniu danych mozemy obliczy¢ parametry histogramu. Musimy obliczy¢ szerokos$¢ h
pojedynczego binu i liczbe przedziatlow histogramu. Szerokos¢ obliczamy ze wzoru (13) wpisujac
nastgpujaca instrukcje do skryptu: h=2*iqgr (dane) /n” (1/3). Funkcja igr wywotana dla
wektora danych wejSciowych zwraca rozstep ¢wiartkowy. Liczbe k binéw obliczymy przeksztatcajac



wzor (12). Wielko$ci Ty, q, 0Oraz Ty obliczymy wykorzystujac odpowiednio funkcje max 0raz min
wywotane na wektorze dane. Obliczona warto$¢ k moze nie by¢ liczbg calkowita, dlatego dodatkowo
nalezy ja sprowadzi¢ do najblizszej liczby catkowitej poprzez zaokraglenie np. funkcjg round.

Mozemy przystapi¢ do narysowania histogramu. Stuzy do tego funkcja hist, przyjmujaca dwa
argumenty: pierwszy argument to wektor danych, a drugi liczba binow hostogramu. Funkcja zwraca
dwie zmienne: wektor liczby zliczen w danym binie oraz $rodek binu. Po znalezieniu tych wartosci
wykres histogramu w postaci stupkdéw mozna narysowac funkcja bar przyjmujaca jako pierwszy
argument wektor centréw binéw, a drugi argument to wektor zliczeh w danym binie. Histogram w tej
postaci nie bgdzie jednak poprawnie znormalizowany. Aby dokona¢ normalizacji musimy podzieli¢
liczbe zliczen w danym binie przez catkowitg liczbe populacji (zmienna n) oraz dodatkowo podzieli¢
przez szeroko$¢ pojedynczego binu. Jesli wektor pozycji centroéw binu oznaczymy jako h bin, to
szerokos$¢ binu wynosi w_bin=h bin(2)-h bin (1). Dopiero po dokonaniu tej normalizacji
rysujemy wykres stupkowy funkcjg bar.

Spodziewamy si¢, ze otrzymany histogram bedzie przypominal rozktad normalny. Wynika to z
randomowego sposobu pomiaru okresu drgan. Na mierzony czas wptywa wiele czynnikow np.
szybkos¢ reakeji palca przy naciskaniu przycisku zatrzymania czasu czy przypadkowego wyboru
momentu, kiedy wahadto wykonuje dwa pelne okresy ruchu. Zgodnie z centralnym twierdzeniem
granicznym suma takich randomowych czynnikow, niezaleznie od rozktadu poszczegdlnych
czynnikow, ma zawsze rozktad normalny. Warto sprawdzi¢ czy teoretyczna krzywa dzwonowa
(krzywa Gaussa) dobrze dopasowuje si¢ do naszego histogramu. Aby ja narysowac na tle histogramu
nalezy najpierw obliczy¢ dwa parametry rozktadu normalnego: warto$¢ oczekiwang oraz odchylenie
standardowe. W tym celu postuzymy sie estymatorem warto$ci oczekiwanej w postaci §redniej
arytmetycznej oraz estymatorem odchylenia standardowego. Wzory sg nastepujace:
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gdzie x; to pojedynczy pomiar. Wygodnie postuzy¢ sie funkcjami Matlaba, gdzie fi mozna obliczy¢
funkcja mean, natomiast & otrzymamy dzigki funkcji std. Uwaga! W niektorych bibliotekach
funkcja std moze mie¢ inng implementacje, gdzie zamiast n-1 pojawia si¢ tylko n. Dokladna
definicje uzywanej funkcji nalezy zawsze sprawdzic¢ przed wykonaniem obliczen. Wykorzystujac
parametry obliczone wzorem (14) na naszym zbiorze danych obliczamy warto$¢ funkcji Gaussa dzigki
wzorowi (1), wstawiajac [ oraz 6 w miejsce u oraz . Aby pokazac ciaglos¢ tej funkcji nalezy
obliczy¢ ja dla punktow z przedziatu [Ty,in, Timax] © Wiekszej gestosci niz liczba binéw np. dla 100
réwnoodlegtych punktow. Zdefiniowanie wektora zmiennej niezaleznej dla funkcji Gaussa mozna
zrobi¢ komendg: x=T min: (T max-T min)/100:T max. Wektor zmiennej zaleznej uzyskamy
stosujac bezposrednio wzor (1): y=1/sqgrt (2*pi) /std est*exp (- (x-
mi_est).”2/2/std est”2). W tym wypadku zmienne std est orazmi_est to
odpowiednio fi oraz 6. Narysowanie funkcji 1D odbywa si¢ komenda plot. Kod programu
obliczajacego parametry histogramu oraz rysujacego rozkltad normalny na podstawie obliczonych
parametréw populacji przezentuje Listing 1. Wykres prezentujacy histogram wraz z krzywg Gaussa
prezentuje Rysunek 1. Oprocz wspomnianych funkcji i komend Matlaba, na Listingu 1. Pojawiaja sie
dodatkowe komendy i opcje stuzace poprawieniu estetyki generowanego wykresu. Doktadny opis
uzytych opcji najlepiej sprawdzi¢ w dokumentacji programu Matlab, jako ze wykracza to poza
material ¢wiczenia.



h bin]=hist{dane, k}:

atd_eat=3td(d
¥=T min: (T

Listing 1. Kod zrodtowy skryptu plot histogram.m obliczajacy parametry histogramu
dla danych znajdujacych si¢ w pliku dane. txt.

set{l, . 10

25 - .

0
2.0563 2.0763 2.0963 2.1163 2.1363

T [s]
Rysunek 1. Histogram dla przyktadowych 100 pomiaréw okresu drgan wahadta
matematycznego wraz z dorysowang krzywa Gaussa.

3.3 Dopasowanie krzywej Gaussa do histogramu.



W punkcie 3.2 uzywali$my estymatoréw wartosci oczekiwanej oraz odchylenia standardowego aby
znalez¢ parametry rozktadu normalnego. Dopasowanie krzywej Gaussa do histogramu mozna
przeprowadzi¢ na drugi sposob, gdzie parametry krzywej Gaussa zostang dobrane tak, aby roznice
migdzy krzywa modelow3a a histogramem byly zminimalizowane np. uzywajac metody najmniejszych
kwadratow.

Zauwazmy, ze utworzywszy histogram dostajemy wektor centréw bindw oraz wektor wysokosci
bindéw. Zaktadajac, ze wektor centrow jest zmienng niezalezng x, a wektor wysokosci bindw jest
zmienng zalezng y mozna dopasowa¢ do danych funkcje y(x) w postaci funkcji Gaussa (wzor (1)),
gdzie u oraz o sg parametrami modelu.

W programie Matlab istnieje funkcja pozwalajaca na dopasowanie dowolnego modelu krzywej czy
powierzchni 2D do danych do§wiadczalnych dzigki funkcji £it. Istnieje tez sposob dopasowania
dowolnej funkcji n-wymiarowej przy uzyciu funkcji fmincon, ale jej ztozonos¢ wymagataby
odrebnego ¢wiczenia.

Funkcja fit wymaga przekazania do funkcji wektora zmiennej niezaleznej, wektora zmienne;j
zaleznej oraz zdefiniowania modelu, ktory bedzie dopasowany. Istnieja rowniez dodatkowe opcje
pozwalajace na zadanie parametrow startowych dopasowania, natozenia wigz6w na parametry czy
wybor predefiniowanych modeli. Skorzystamy tylko z opcji StartPoint, ktéra pozwala zadaé
parametry poczatkowe algorytmu.

Zanim przystagpimy do wywotania funkcji £1it nalezy zdefiniowa¢ model oraz opcje tego modelu.
Model najlepiej zdefiniowac poprzez uzycie tzw. funkcji anonimowej. Sktadnia przygotowania takiej
funkcji w postaci krzywej Gaussa w Matlabie wyglad anastgpujaco: my fit fun=@ (sigma, mi,
x) 1/sqrt(2*pi)/sigma*exp (- (x-mi)."2/2/sigma~2) ; . Nazwa funkcji to

my fit fun, ale mozna nazwa¢ ja dowolnie. Po znaku przypisania pojawia si¢ definicja
parametréw modelu, odpowiadajacych zmiennym o, p oraz zmiennej niezaleznej x. Parametry
umieszczone s3 w nawiasie po znaku (@. Nastepnie pojawia si¢ wzor modelu, w tym wypadku jest to
wzor znormalizowanej krzywej Gaussa. Jest to koniec funkcji anonimowej. W programie mozna
wywolac¢ ja dla dowolnych wartosci parametrow. W nowej linii kodu podamy parametry modelu.
Nalezy wskaza¢ ktory parametr bedzie dopasowany, a ktory zostanie podany przez uzytkownika. W
naszym przypadku parametry sigma oraz mi beda dopasowane. Wywotujemy funkcje fittype,
ktora wskaze programowi ktory model zostanie dopasowany i z jakimi parametrami. Wywotanie tej
funkcji jest nastgpujace: my fit def=fittype (my fit fun, 'coefficients',
{'sigma', 'mi'}, 'independent', 'x');.Do funkcji fittype najpierw przekazalismy
nazw¢ modelu, czylimy fit fun zdefiniowany wczesniej funkcjg anonimowa. Nastgpnie
wskazujemy ktére parametry sg zmiennymi do dopasowania etykieta coefficients, oraz ktory
parametr jest zmienng niezalezng etykieta independent. Zmiennamy fit def przechowuje
informacj¢ o opcjach modelu. Teraz mozna juz wywota¢ funkcj¢ dopasowujacag £1it. Sktadnia
wywotania wyglada nastgpujaco: my fit=fit(h bin', n bin', my fit def,
'StartPoint', [0.1, 2]);.Zmiennamy fit przechowuje parametry dopasowanego
modelu. Aby pobra¢ warto$¢ parametru sigma nalezy wpisa¢ instrukcje my fit.sigma.
Analogicznie dla parametru mi instrukcjatomy fit.mi. Do funkcji £it przekazany zostat wektor
potozen centrow bindéw (h_bin) oraz wektor wysokosci binu po normalizacji (n_bin). Warto
zauwazy¢, ze po nazwie zmiennej pojawia si¢ apostrof. Jest on potrzebny, poniewaz zmienne sg w
postaci wektoréw wierszowych, natomiast funkcja dopasowujaca wymaga wektorow kolumnowych.
Apostrof jest operatorem wykonujacym operacj¢ transpozycji.



Uaktualniong wersj¢ programu wraz z algorytmem dopasowujaca krzywa Gaussa oraz rysujaca ja na
wspolnym wykresie prezentuje Listing 2. Uaktualniony wykres o dopasowang krzywg Gaussa
prezentuje Rysunek 2.

dane=lgad {'dane.txt");
n=length {dane) ;

h=2*igr (dane) /n~(1/3);
T_max=max (dane) ;
T_min=min{dane);

r=round { (T_max-T_min) /hj;

h bin]=hist {dane, k):

n=n_bin/n/(h_bin{2)-h_bin{l});

n_bhi

mi_eat=mean (dane) ;

atd_eat=atd (dane);

x=T_min: (T_max-T _min),/100:T max;

y=l/agrt{2*pi) /atd eat*exp(-(x-mi_eat).~2/2/atd eat~2);

1/aqre{2*pi) /3igma*exp(
v ‘: '3
R

{x-mi).~2/2/3igma~2);
ma! i A .
'

15):
3et{gca,
(T_max-T_min)/ 4 in ax-T_min)/2+4T_min 3* (T_max-T min)/4+T_min, T_max]):
¢1im ([T 1007} :
=legend{{"' togram', 'Gausah_eat', 'Gaussh_fit'l);
set{l, 'FontSize', 10);:

Listing 2. Kod programu obliczajgcego parametry histogramu oraz dopasowujacego krzywg Gaussa.

25 ;

Il histogram
Gauss_est
Gauss_fit

0
2.0563 2.0763 2.0963 2.1163 2.1363

T [s]
Rysunek 2. Histogram z krzywa Gaussa narysowang w oparciu o estymowane parametry modelu
(Gauss_est) oraz dopasowang metoda najmniejszych kwadratow (Gauss_fit).



3.4 Test Studenta wartoS$ci oczekiwane;j.

W punkcie 3.3 otrzymalismy krzywa Gaussa z dopasowania parametrow rozktadu normalnego do
histogramu. Istnieje pytanie czy krzywa dopasowana jest statystycznie rownowazna krzywej
wynikajacej z wartosci parametrow obliczonych estymatorami. W tym celu wykonamy test Studenta
dla warto$ci oczekiwane;j.

Test Studenta polega na sprawdzeniu czy zmienna Studenta wyrazona wzorem (7), przy zatozeniu, ze
znamy warto$¢ 4 zawiera si¢ w przedziale [t (%) ,t (1 — %)], gdzie t (%) to kwantyl rozktadu
Studenta 0 n — 1 stopniach swobody, dla ktorego prawdopodobienstwo p obliczone dla przedziatu
[—00, t (%)] jest rowne a. Analogicznie t (1 — %) to kwantyl, dla ktorego prawdopodobienstwo

obliczone dla przedziatu [—00, t (1 - %)] jestrowne 1 — %. Warto$¢ a nazywana jest poziomem
istotnosci testu i czgsto jest rowna 0.05.

Dla danych prezentowanych na Rysunku 2. estymowana warto$¢ oczekiwana okresu drgan wynosi
Tese = 2.102 s. Analogiczna warto$¢ z dopasowania rozkfadu normalnego wyniosta Tr;; = 2.101 s.

Estymowana warto$¢ odchylenia standardowego okresu drgan wyniosta o£5¢ = 0.0175 s. Obliczamy
warto$¢ zmiennej z rozktadu Studenta wzorem (7):

 Tese—Tpie  2.1025—2.101s

T 00T = 0.5714.
yn V100

Warto$¢ kwantylu rozktadu Studenta o n — 1 stopniach swobody mozna odczyta¢ z tablic
statystycznych. W Matlabie istnieje funkcja t cdf, ktora oblicza prawdopodobienstwo p dla
przedziatu [—oo, x], gdzie x jest argumentem przekazywanym do funkcji. Je$li po wywotaniu funkcji
dla naszej wartosci t obliczone prawdopodobienstwo 1 — p begdzie mniejsze niz %, czyli w naszym
przypadku 0.025, to znaczy, ze warto$¢ oczekiwana rozktadu populacji r6zni si¢ od wartosci
oczekiwanej krzywej dopasowania. Dla t = 0.5714 i 99 stopni swobody prawdopodobienstwo
Studenta wynosi p = 0.7155 (wywotanie w Matlabie: tcdf (0.5714, 99)). Warto$¢ 1 — p jest
wigc wigksza niz zalozony prog istotnosci (% = 0.025). Oznacza to, ze na poziome istotnosci rownym

a rozklad dopasowany oraz wyznaczony z estymatoréw sg sobie rOwnowazne.

Istnieje funkcja bezposrednio wykonujaca test Studenta. Jest to funkcja ttest. Wywotanie dla

naszych danych to: [decision, p score]=ttest(dane, my fit.mi, 0.05,

‘both’ ). Pierwszym argumentem jest wektor danych, drugim warto$¢ oczekiwana wzglgdem ktorej
statystyke sprawdzamy, trzecim jest poziom istotnosci, a ostatnim etykieta rodzaju testu. W naszym
przypadku sprawdzali$my czy jest mozliwos$¢, ze wartos¢ oczekiwana populacji jest rézna od wartosci
dopasowywanej, ale mozna sprawdzi¢ tez czy jest wieksza lub mniejsza. Wtedy inny jest warunek
odrzucenia hipotezy, a wbudowana funkcja Matlaba uwzglednia wszystkie przypadki. Zmienna
decision przyjmuje wartos¢ 0 lub 1 w przypadku kiedy warto$¢ oczekiwana jest odpowiednio
rowna lub rézna warto$ci zaktadanej. Zmienna p_score to prawdopodobienstwo, ze obie krzywe
normalne sg statystycznie rownowazne.

Uwaga! Dla populacji o liczbie prébek n > 100 rozklad Studenta sprowadza si¢ do rozkladu
normalnego, wiec zamiast wyznacza¢ kwantyle dla rozkladu Studenta mozna je sprawdza¢ dla
rozkladu normalnego.



Podobny test mozna wykona¢ dla porownania odchylen standardowych testem Scedecora-Fishera,
jednak nie bedzie to tematem zaje¢. W wigkszosci przypadkow interesuje nas czy zmierzona wartos¢
parametru jest zgodna z wartoscig tablicowa, co jest przedmiotem testu Studenta.

3.5. Test y? Pearsona

W poprzednich punktach zatozylisSmy, ze populacja zmierzonych okresow drgan wahadta pochodzi z
rozktadu normalnego. Hipoteza ta wymaga jednak weryfikacji. Testem umozliwiajacym weryfikacje
hipotezy, ze dana populacja nalezy do danego rozkladu prawdopodobienstwa jest test y2. Statystyka
testowa jest:

nl - npl)z (15)

'Mw

gdzie n; — liczba elementéw w i —tym przedziale, n — catkowita liczba elementow populacji, p; —
prawdopodobienstwo teoretyczne wylosowanie liczby w i —tym przedziale, k — liczba przedziatow.
Jesli warto$¢ x? € [u(1 — a, k — 1 — v), o], to rozklad teoretyczny jest inny niz zaktadany na
poziomie istotnoéci . Zmienna u(1 — a, k — 1 — v) to kwantyl rozktadu y2 0 k — 1 — v stopniach
swobody, dla ktorego prawdopodobienstwo obliczone w przedziale [—oo, u(1 — a, k — 1 — v)] jest
rowne 1 — a. Zmienna v okresla liczbe parametréw rozktadu, dla rozktadu normalnego v = 2,
uwzgledniajac warto$¢ oczekiwang oraz odchylenie standardowe.

Dzigki narysowaniu histogramu uzyskujemy liczbe przedziatdéw k, liczbe elementéw w danym
przedziale n; oraz granice poszczegolnych przedziatow hi,,, = [h}, hi], gdzie h! oraz hi to pozycja
odpowiednio lewej 1 prawej krawedzi i — tego przedziatu. Prawdopodobienstwo p; mozna policzy¢
korzystajac ze whasnosci dystrubuanty (wzor (3)) jako

by = ((h‘ )) ((hz )> (16)

W programie Matlab wykorzystamy funkcj¢ er £ do obliczenia dystrubuanty rozktadu normalnego
(wzor 4) oraz funkcje chi2cdf do obliczenia prawdopodobienstwa, ze dana zmienna jest wigksza
niz warto$¢ statystyki y2. Jesli prawdopodobiefistwo jest wicksze niz poziom istotnosci a, to
teoretyczny rozktad zgadza sie z rozktadem populacji na poziomie istotnosci @. Kod programu
przeprowadzajacy test y? przy zalozeniu, ze rozktad testowy to rozktad normalny prezentuje Listing 3.

mi_eat=mean (dane) ;
atd_eat=atd (dane);

i eat))/2-({l+erf{{h_l-mi_eat)/aqrt(2)/atd _eat))/a;




Listing 3. Kod programu przeprowadzajacy test y? dla zbioru testowego zawartego w pliku dane.txt,
przy zatozeniu, ze teoretyczny rozktad to rozktad normalny.

3.6. Test Kolmogorowa-Smirnowa

Test pozwalajacy na sprawdzenie czy dana populacja pochodzi z dowolnego ciagtego rozktadu
prawdopodobienstwa jest test Kotmogorowa-Smirnowa. W tescie tym porownuje si¢ dystrybuante
teoretyczng oraz empiryczng, obliczang na podstawie zebranej probki zmiennej losowej. Zaldézmy, ze
populacja X sktada si¢ z n probek x z rozktadu ciaglego. Dystrybuante empiryczng F, (x) oblicza si¢
Ze wzoru

n
1
R =2 ) s an
i—1

Gdzie Iy,<y to funkcja rowna 1, jesli warto$¢ zmiennej dla i —tej probki jest mniejsza niz x. Algorytm
moze przebiega¢ nastgpujaco:

a) Nalezy posortowa¢ wektor probek losowych x; rosngco

b) Znajdz unikalne warto$ci zmiennej losowej i przypisz je do nowej zmiennej wektorowe;j.
Kazdy element wektora to pojedyncza zmienna losowa

c) Dlakazdego elementu wektora elementow unikalnych sprawdz ile jest zmiennych losowych
mniejszych badZ rownych niemu w pierwotnym wektorze zmiennych losowych i zsumuj je.

d) Przypisz do zmiennej wektorowej przechowujacej warto$ci dystrybuanty empirycznej wartos$¢
sumy elementdw mniejszych podzielonej przez catkowita liczbe elementow probki.

Implementacje algorytmu w Matlabie prezentuje Listing 4.

[¥, I]=sort{dane, 'ascend")

if dane (j)«<=dane_uniqg{i}

Diat_emp({i)=Diat_emp{i)+1l/n;

Listing 4. Implementacja algorytmu wyznaczania dystrybuanty empirycznej na bazie proby losowe;.

Dystrybuanta empiryczna musi by¢ porownana z dystrybuanta teoretyczng F (x). Dystrybuant¢ mozna
wyznaczy¢ dla kazdego elementu wektora wartosci unikalnych dzigki funkcji normcdf, jesli
teoretycznym rozkladem jest standaryzowany rozklad Gaussa. Jesli proba losowa jest z rozktadu
normalnego o dowolnej wartosci oczekiwanej oraz odchyleniu standardowym, to funkcje normcdf

nalezy wywolaé dla zmiennej ¥ = %, gdzie rozktad zmiennej ¥ jest juz standaryzowanym rozktadem
normalnym.

W tescie Kolmmogorowa-Smirnowa oblicza si¢ statystyke

D = suplF () = F(x)]- (18)



gdzie vnD,, jest zmienng pochodzacy z rozktadu Kotmogorowa. Jesli speiony jest warunek vnD,, >
K,, gdzie K, jest kwantylem przedziatu, dla ktorego obliczone prawdopodobienstwo jest rowne 1 — a.
Program Matlab nie ma wbudowanej funkcji obliczajacej prawdopodobienstwo z rozkladu
Kotmogorowa, dlatego mozna uzy¢ analitycznej postaci tej funkcji:

P(x < K) = —z (Ql ;1(12)2 2>, (19)

gdzie pod K mozna wstawi¢ obliczona warto$¢ VnD;,. Jesli wartos¢ 1 — P(x < v/nD,) < a, to nalezy
odrzuci¢ hipoteze, ze rozktad populacji pochodzi z zatozonego rozktadu prawdopodobienstwa.

W programie Matlab jest wbudowana funkcja, ktéra po przekazaniu do niej wektora zmiennej losowe;j
zwraca wynik testu Kolmogorowa-Smirnowa. Funkcja ta nazywa si¢ kstest i1 domy$lnie
przeprowadza test na poziomie istotnosci rownym a = 0.05. Wektor przekazywany do funkcji kstest
musi by¢ sprowadzony do standaryzowanego rozktadu normalnego. Na Rysunku 3. prezentowana jest
dystrubuanta teoretyczna oraz empiryczna dla danych testowych uzywanych rowniez w punktach 3.2-
3.5. Kod programu Wykonujacy Rysunek 3. Jak réwniez przeprowadzajacy test Kotmogorowa-
Smirnowa zaréwno krok po kroku jak i z wykorzystaniem funkcji kstest prezentuje Listing 5.

1
0.8
— Dist_teor
0.6 |~ Dist_emp

2.0563 2.0763 2.0963 2.1163 2.1363
Ts]

Rysunek 3. Wykres dystrybuanty teoretycznej (Dist_teor) oraz dystrubyanty empirycznej (Dist_emp)



clear
(=i 1]

dane=lcad {"dane.txt');
n=length {dane) ;
T_max=max (dane) ;
T_min=min {dane) ;
mi_eat=mean (dane) ;
atd_eat=std(dane);

[¥, Il=socrt{dane, "ascend'):;
dane=dane (I, :):
dane unig=unique (dane);
Dist_emp==zeroa(length (dane_unig), 1);
for i=l:length{dane_uniqg)
for j=l:n
if dane(j)<=dane_unig(i)
Dist_emp{i}=Dist_emp{i}+l/n;

end
end
end
Dist_teor=normcdf { {dane unig-mi_eat)/atd eat);
D=max (abs (Dist_teor-Diat_emp));

Enl_cdf=Kol cdf+aqgrt(2*pi)/x*exp(-(2*i-1)~2*pi~2/(8*x~2));

end

p_score_anal=1-Kol_cdf;
[decision, p acore]=kateat((dane-mi_eat)/atd_est);

figure
hold cn

plot {dane_uniq, Dist_teor, '-b');

length (dane_unidq)

plot {[dane unig({i) dane uniq{i}], [0 Dist_emp{i)], '-k"):
elae
plot {[dane unig({i-1) dane_uniq{i}], [Diat_emp(i-1) Diat_emp(i-1)], '-k'):
plot {[dane unig(i) dane uniq{i}], [Diat_emp({i-1) Diat_emp(i)], '-k"):
end
end
set{gca, 'Box', n', 'Fontsize', 15, 'Xtick', [T_mim,
{T_max-T_mi 44T _min, (T_max-T_min) /2+T_min 3*({T_max-T_min)/4+T min, T_max]);
t5ize", 15):

¥lim({[T_min T_max]);

l=legend ({"'Diat\_ tecr',
zet{l, '
axis aqu

Listing 5. Kod programu wykonujacego test Kolmogorowa-Smirnowa.
4. Podsumowanie

W ¢éwiczeniu przyblizono podstawowe rozktady prawdopodobiefistwa zmiennej ciggtej. Dla badane;j
populacji zmiennej losowej mozna wykonac szereg testow statystycznych pozwalajacych na
sprawdzenie czy probka pochodzi z hipotetycznego rozktadu prawdopodobienstwa. W szczegotach
opisano test Studenta dla warto$ci oczekiwanej oraz dwa testy pozwalajace oceni¢ czy rozktad
populacji zgadza si¢ z rozktadem modelowym. Rozwazano wytgcznie probe pochodzacg z rozktadu
normalnego. W ¢wiczeniu dodatkowo przyblizono metode rysowania histogramu oraz dopasowania
dowolnej krzywej teoretycznej do punktow pomiarowych. Obliczenia wykonano w programie Matlab.



