WSTEP DO TEORII LICZB - ZADANIA

Zestaw nr.9: Kongruencje, podzielno$¢ — r6zne problemy;

Zad.1
Zad.2
Zad.3

Zad.4

Zad.5

Zad.6
Zad.7

Zad.8

Zad.9

Zad.10

przedstawianie liczby jako sumy dwéch kwadratéw

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi zwiazek: n'3 =n (mod 2730).
Liczby naturalne n + 11 2n + 1 sa kwadratami liczb naturalnych. Pokaz, ze 24 | n.

Niech x i y beda wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi. Udowodnij, ze kazdy naturalny
dzielnik liczby 22 + y? mozna zapisa¢ w postaci sumy kwadratéw dwéch liczb naturalnych.

Pokaz, ze jezeli p jest liczba pierwsza nieparzysta to zachodzi kongruencja:
2(p—3)!'=—-1 (mod p).
Wsk. Zastosuj twierdzenie Wilsona.

Postugujac sie rachunkiem kongruencji wykaz, ze réwnania diofantyczne nie posiadaja rozwiazan:
a) 23 +7=1y?

b) 2?2 + 37 =yt

c) x3 — 9 = y?

d) 2?2 - 71 =9".

Wskazéwka: rozwaz rézne scenariusze (nie)parzystosci z i y. Mamy twierdzenie: jezeli liczba

moze byé przedstawiona jako suma kwadratéw (dwodch!) to jej nieparzysty dzielnik pierwszy
moze mieé¢ postaé¢ 4k + 1, a nie moze mieé postaci 4k + 3.

Pokaz, ze dla kazdego n liczba 35" — 267 jest podzielna przez 35.

Znajdz wszystkie n > 1, dla ktérych zachodzi (n — 1)! + 1 = n?.
Wsk. Tylko dla n = 5 (sprawdz). Dla n = 2,3, 4 ta réwnosé¢ nie zachodzi , a dla n = 6 mamy
n? > 6n — 4 i podobnie dla n > 6 (indukcja — sprawdz). Stad ...

Udowodnij twierdzenie Liouville’a: réwnanie
(p—DI+1=p"
nie ma rozwigzania dla p > 5 i dla m > 0.

Wsk.: dowdd metoda nie wprost. Dla p > 5 mamy 2 < % < p—1 a takze

(17 =22 - 1) (p— 1!

gdyby zachodzila teza, to mielibysSmy ...

Euler (1739) wykazal, ze F5 = 232 + 1 = 641 - 6700417. Przy okazji udowodnil, ze kazdy
ewentualny dzielnik pierwszy (!) liczby Fermata F; musi mieé¢ postaé¢ p = 272k +1; k € N,
Wykaz to i Ty. (zadanie trudnawe, ale mozna go znalezé praktycznie wszedzie).

(n.b. Jest to zreszta szczegdlny przypadek nieco szerszego twierdzenia: Jezeli a jest naturalna
liczba parzysta, n € N a p liczba pierwsza
i zachodzi p | a®" +1top=2""k+ 1, k € N)

Udowodnij twierdzenie: jezeli n > 1, n € N, to liczba Mersenne’a M,, nie moze mie¢ postaci
M, = k™, gdzie m > 1, m € N.
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