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Streszczenie
● modelowanie relacji i sieci społecznych
● triady jako podstawowy element pozwalający 

na analizę tzw. równowagi Heidera
● deterministyczna i stochastyczna ewolucja 

układu
● znaczenie struktury sieci relacji
● wyniki dla różnych sieci: od regularnych do 

przypadkowych

Podziękowania
→ Krzysztof Kułakowski    → Krzysztof Malarz



  

Model sieci społecznej
● osoby = węzły grafu

–  i  = 1, …, N
● relacje między parami

osób = krawędzie grafu
łączące odpowiednie węzły



  

Model sieci społecznej
● osoby = węzły grafu

–  i  = 1, …, N
● relacje między parami

osób = krawędzie grafu
łączące odpowiednie węzły
(L – liczba połączeń)

● krawędziom przypisane są
wartości  xij   =

+1  → relacja przyjazna 
–1  → relacja wroga

symetryczne

xij

j

i



  

● ocena relacji odbywa 
się poprzez odniesienie do 
relacji ze „wspólnymi 
znajomymi” 
→ triady
(np. dla kształtowania 
się relacji xij istotne będą 
triady ijk,  ijl, ijm )

● każda triada = 3 relacje
( ijk to xij  , xik , xjk )

Triady
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● występuje gdy spełnione są następujące warunki:
– przyjaciel mojego przyjaciela jest moim przyjacielem
– wróg mojego przyjaciela jest moim wrogiem
– przyjaciel mojego wroga jest moim wrogiem
– wróg mojego wroga jest moim przyjacielem

● w przeciwnym wypadku: dysonans → brak
równowagi

Równowaga Heidera w triadzie



  

Równowaga całego układu
● układ znajduje się w równowadze jeśli 

wszystkie triady są w równowadze
● dwie możliwości:

1) „raj” 2) „wrogie kliki”
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Równowaga całego układu
● wszystkie triady w równowadze 

● wygodna miara pozwalająca wykryć stan 
równowagi (lub pokazać jak blisko/daleko jest

do niego):

gdzie – liczba triad

U = –1



  

Deterministyczna ewolucja sieci 
relacji

● dążenie do równowagi poprzez zmiany relacji
● dynamika zdefiniowana poprzez

[K.Malarz, MW, K.Kułakowski,  Physica D 411, 132506 (2020)]



  

● dla dużych układów nie można 
się spodziewać występowania 
relacji „każdym z każdym”,
bardziej realistyczne są inne niż 
graf pełny rodzaje sieci

● jak możliwość osiągnięcia 
równowagi zależy od rodzaju 
sieci?
na początek:
sieć trójkątna (TR)
periodyczne
warunki brzegowe

Struktura sieci



  

Ewolucja stochastyczna i „szum 
termiczny”

● dążenie do równowagi Heidera oraz 
równowagi termicznej

● 1 krok Mont Carlo = 3N synchronicznie wykonywanych 
prób modyfikacji każdej z L=3N relacji xij



  

Ewolucja stochastyczna w 
przypadku grafu pełnego

● przejście fazowe pomiędzy stanami:

– (przynajmniej częściowo) uporządkowanym i 
w równowadze Heidera

– chaotycznym i nie wykazującym równowagi 

[K.Malarz, J.A.Hołyst, arxiv:1911.13048]



  

Temperatura krytyczna a rozmiary układu
i stan początkowy

[K.Malarz, K.Kułakowski,  Phys. Rev. E 103, 066301 (2021)]



  

Ewolucja stochastyczna w sieci trójkątnej

(wyniki 
uśrednione 

po 100 
symulacjach)

[K.Malarz, MW,  Chaos 30 (2020) 121103]



  

Ewolucja stochastyczna w sieci trójkątnej

czas ¿  [MCS]
potrzebny

na osiągnięcie
stanu stacjonarnego

czas ¿0 [MCS]
potrzebny

na odwrócenie
pierwszego xij



  

Ewolucja stochastyczna w sieci trójkątnej



  

Ewolucja stochastyczna w sieci trójkątnej

(a)(b)(c)(d)
N=10000;  T=0.5

rozkład rodzajów
triad(1, 0, 0, 0)
↓(1/8, 3/8, 3/8, 1/8)

prawdopodobieństwo

k=3,2,1,0 sukcesów
w próbach Bernoulliego

z p=1/2.



  

Rozrzedzona sieć trójkątna

● powstaje poprzez 
usunięcie q– losowo 
wybranych krawędzi sieci 
trójkątnej
z N=W×W węzłami

● losowo wybrane, 
niezerowe elementy 
macierzy połączeń A
 aij=1
zmieniane na
 aij=0

(DTL, Diluted Triangular Lattice)

 – prawdopodobieństwo że połączenie „przetrwało”



  

Rozrzedzona sieć trójkątna

● powstaje poprzez dodanie 
do sieci trójkątnej (N=W2)
q+  nowych losowo 
rozmieszczonych połączeń

● losowo wybrane, zerowe 
elementy macierzy 
połączeń A
 aij=0
zmieniane na
 aij=1

(ETL, Enhanced Triangular Lattice)



  

● dla dowolnej sieci z symetrycznymi:
macierzą połączeń 
oraz macierzą relacji

liczba triad

liczba połączeń

gęstość

”energia”



  

Ewolucja stochastyczna
(uogólniona na dowolną sieć DTL/ETL)

● dążenie do równowagi Heidera oraz 
równowagi termicznej



  

DTL
p  – = 1   – sieć trójkątna, N=W×W

pc = 2 sin(π/18) ≈ 0.347
– próg perkolacji
dla sieci trójkątnej

W=20 W=10

W=20

[MW, K.Malarz, Phys. Rev. E 
105 (2022) 024301]



  

ETL
W=20

W=10W=20

graf pełny
(CG)

p+ = 1   – sieć trójkątna, N=W×W



  

DTL
&

ETL

średni stopień
wierzchołka:



  

DTL & ETL



  

Przejście fazowe?
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„Kumulanta Bindera” 

Przejście fazowe?

[M.Acharyya et al,  Phys. Rev. E 59, 218 (1999)][K.Binder,  Rep. Prog. Phys. 60, 487 (1997)]



  

Przejście fazowe?



  

[MW, K.Malarz, Phys. Rev. E 105 (2022) 024301]

W=10



  

[MW, K.Malarz, Phys. Rev. E 105 (2022) 024301]

W=20



  

W=20



  

Podsumowanie
● w przeciwieństwie do grafu pełnego, na sieci 

trójkątnej brak oznak przejścia fazowego
→ struktura sieci trójkątnej wyklucza osiągnięcie 
równowagi Heidera (nawet częściowej)

● przejście fazowe 1. rodzaju w sieciach typu ETL 
powyżej pewnej wartości gęstości grafu

● crossover  do stanu częściowo zrównoważonego 
w sieciach DTL i niektórych ETL

Krzysztof Kułakowski
Krzysztof Malarz

Podziękowania   
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