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Potrzeba wyboru modelu dopasowania

% Dawniej

realizacja algorytmu dopasowanie funkcji wymagato wielkiego
wysitku. Metoda najmniejszych kwadratow stosowana byta
hieczesto, przy wykorzystaniu jednej, dobrze uzasadnionej
funkcji (zwykle liniowej).

€ Wspotczesnie

skomputeryzowane algorytmy metody najmniejszych kwadratow
stosuje sie powszechnie do kazdych danych doswiadczalnych, do
ktérych prébuje sie dopasowaé rézne modele teoretyczne.
Umiejetnos¢ wyboru modelu staje sie wazniejsza, niz kiedykolwiek
przedtem.



Plan

e Weryfikacja hipotez statystycznych
e Kryterium informacyjne Akaike'go

e Przyktad 1: cechowanie miernika CH4
e Przyktad 2: dobdr stopnia wielomianu
e Przyktad 3: analiza danych TOPR

e Whioski



Weryfikacja hipotez
statystycznych



Przyktad: rzucamy kostka n = 240 razy. Széstke wyszta ham

m = 62 razy, gdy Srednio powinno by¢: 1/6 x240 = 40.
Podejrzewamy, ze kostka jest fatszywa.

® Hipoteza zerowa: H,: P(x=6)=1/6
® Hipoteza alternatywna™: H;: P(x=6)>1/6

® Zmienna testowa: zalezy wytqcznie od H, [ =——
wzér asymptotyczny \ U
® Binarny wynik testu zalezy od poziomu istotnosci a

® Btqd I rodzaju: test zaprzecza prawdziwej H,
Btad IT rodzaju: test potwierdza fatszywa H,

® Moc testu: prawdopodobienstwo ,wykrycia” fatszywej H,

* - kolor - pojecia wprowadzone w teorii N-P



TESTY - RYS HISTORYCZNY

e od kofica XVIII w - intuicyjne stosowanie testow, w oparciu o
wtasciwosci rozktadu normalnego. Test Chauvenet'a.

e testy dla matej liczebnosci proby:
Karl Pearson - test chi-kwadrat
William Gosset - test + Studenta

e Raymond Fisher - pierwsza ogdlna teoria testow

e Egon S. Pearson i Jerzy Neyman - kompletna logicznie (?)
teoria weryfikacji hipotez statystycznych

Jerzy Neyman and Egon S. Pearson. 1928. “On the Use and Interpretation of
Certain Test Criteria for Purposes of Statistical Inference. Part I Biometrika
20A, 175-240. Part II — ibid. 263-94.

Jerzy Neyman and Egon S. Pearson. 1936. “Contributions to the Theory of
Testings Statistical Hypotheses. Statistical Research Memorandum 1, 1-37.
Ibid., 113-37: “Sufficient Statistics and Uniformly Most Powerful Tests of
Statistical Hypotheses.”



Jerzy Neyman (1894 - 1981)

Q.me



¢ Sejm 1875: nadanie szlachectwa Mateuszowi Neymanowi z Broddw, z
przydaniem herbu Sptawa. 21 potomkdow w Polskim Stowniku Biograficznym

e Jerzy Neyman - syn Czestawa i Kazimiery z Lutostawskich. Ur. 1984 w mieScie

Bendery (obecnie postsowiecka ,,Naddniewstrzafiska Republika Motdawska”) .
e studia w Charkowie. Tamze poczatek pracy naukpowej.
¢ 1921 - przybycie do Polski w ramach ,,wymiany jeicow” po pokoju ryskim

e w Polsce miedzywo jennej:
- doktorat na Uniwersytecie Warszawskim 1924
- praca jako statystyka w réznych instytucjach
- 40 publikacji, w tym 3 ksiazki
- wspotpraca z Egonem Pearsonem

* od 1938 - Uniwersytet Kalifornijski w Berkeley
- kontynuacja pracy naukowej (np. statystyka gromad galaktyk)
- stworzenie Wydziatu Statystycznego
- liczni doktoranci, najwybitniejszy - E. L. Lehmann
- konferencje: Berkeley Symposium on Mathematical Statistics and Probability
- zwiazki z nauka w Polsce



Wybor modelu: test F Snedecora-Fishera:
porownanie dwdch modeli 1i 2, o liczbie parametrow m, i m,
i wartosciach funkcji kryterialnej M, i M,

Przypadek uproszczony: m,=m, m,=m + 1
M(@m +1) - M(m)
M(m +1)

(n-m-1)

Zmienna testowa: F =

Dzieki wykorzystaniu stosunkow f. kryterialnych M nie jest
potrzebna znajomosé wartosci bezwzglednych u (y;)

Resume: dane wejsciowe: liczba parametrow funkcji m,, m,

wartosci f. kryterialney M, M,
liczba punktow danych n



Kryterium informacyjne
Akaike'go



Informacja a teoria najwekszej wiarygodnosci

Boltzmann 1877. Entropia: S=k;In Q

Lata 20-te: pierwsze wyniki t. informacji. Nyquist.

Shannon, Mathematical theory of communication
(1948): wykorzystanie entropii do sformutowania
1losci informacji.
Kullback and Leibler (1951). Odlegtos¢ K-L —
informacja /(g,f) stracona gdy funkcj¢ prawdziwa f
aproksymujemy przy pomocy funkcji g.
Akaike (1974): zwiazek miedzy I(g,f) 1 funkcja
najwigkszej wiarygodnosci L

AIC=-2InL + 2K






Zastosowanie do dopasowania metoda najmniejszych
kwadratow

* Model statystyczny: y = y(x;, a,, ..., a,) + e,

btad pomiaru e; ma rozktad Gaussa, liczba parametrow modelu:
zwykle K=m + 1

* Funkcja najwigkszej wiarygodnosci

La,, ...,a,) =] &ly: - y(x;;a,, ...,a,)]

i =1

gi(yi) :O'i\}% expl_ [yz - y(zxz)] }

gdzie

20

l



Zastosowanie do dopasowania metoda najmniejszych
kwadratow

* Podstawienie L do wzoru ogdlnego AIC=-21In L + 2K
daje wzor roboczy metody AIC:

AIC=-nIn M+ 2K

gdzie M jest zwykla funkcja kryterialna metody
najmniejszych kwadratow

M(ay,...,a,) :f[yi - y(xi)]z
i =1



* Poprawka na malg liczebnos¢ proby

2K (K +1)

AIC, =AIC+
n- K-1

* Wagi Akaike’go (prawdopodopodobienstwo, ze

model jest dobry w zbiorze testowanych modeli),

exp{- Aj/2J
W, =—

Zexpl— Aj/2]

j=l

gdzie roznice AIC: Aj = AIC — AIC™m,



Hirotogu Akaike 1927 - 2009




Hirotugu Akaike 1 jego teoria

* Ur. w Fujinomiya, syn hodowcy jedwabnikow.
* Studia, doktorat, praca w Japonu & staze zagr.

* Teoria AIC: najpierw na konferencji, gtowny artykut
1974, w IEEE Transactions of Automatic Control.

* Przez ¢wierwiecze rozwijana gtownie w Japonii.

* Monografia Burhama i Andersona (1998, 2002)
poczatkiem akceptacji AIC w ,,reszcie Swiata”.

* Obecnie, artykul z 1974 jest w pierwszej setce
najcze¢sciej cytowanych prac nauk. wszechczasow.

* Podobne podejscia:
---- Bayesian Information Criterium (BIC)
---- Kryterium informacyjne Hanna-Quinna .... Etc.



Przyktady



Przyktad 1: cechowanie miernika CH,

Table 12.2. Input data. All values in ppm of methane. The data from Necki (2019).

X y u(y) x y uly)
1.884 1.768 0.009 4.662 4.421 0.022
2.087 2.009 0.010 5.485 5.165 0.026
2.223 2.066 0.010 6.105 5.894 0.029
3.013 2.990 0.015 7.16 6,887 0.034

3.09 2.947 0.015 8.841 8.62 0.043
3.635 3.443 0.017 10.33 10.11 0.051
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Trzy dopasowania; #n = 12

Model M AIC AIC W.

y = ax 160,6 6495 = 6628 | 0,59

y=ax+b 1284 6426 67,26 0,36

y=ax’+bx+c 1208 6553 | 7124 | 0,05




Model finalny: y=ax

a=0,9571
u(a) = 0,0053

Poniewaz 1 —a=0,0429 >> u(a), poprawka jest
1stotna, tj. surowy wynik pomiaru nalezy mnozy¢
przez czynnik poprawkowy a = 0,9571



Przyktad 2: funkcja kalibrac i
sensora femperatury Cernox™

Lake Shore . -
Cr‘yogenics {0000 . Cernpx  typ CX-1030-S0

uzywany w .
IFJ Krakéw ~

1000 .l

=Nl
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L TIK]
dopasowanie wielomianami

réznych stopni do zaleznosci: In T= f(In R);
w zakresie temp. 74 - 330 K



reszty

Wykresy reszt dopasowania wiclomianami
roznego stopnia, liczba punktow n = 31.
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Tabela: porOwnanie testu F' 1 metody AIC

AIC

k M F | p-value AIC, w,
4 301 5,12 0,033 |188,9 192,4 0,008
5 249,8 19,84 10,004 |185,1 190,0 | 0,025
6 177,2 10,01 10,920 176,5 183,0 0,831
7 177,1 10,96 10,338 178,5 '187,1 |0,111
8 169,7 179,1 1190,2 0,024




Przyktad 3: statystyka wypadkow
Smiertelnych na terenie TPN

Dane:

* Marasek A. & Marasek A. (2011). Zywym ku
przestrodze. Wypadki smiertelne na terenie
dzialania TOPR w latach 1909-2009. Tatry TPN,
nr. 1/2011, 32-39.

* Info Adama Maraska nt. lat 2010 —2019.

Pytanie: czy liczba wypadku ma w ostatnim
potwieczu tendencje wzrostowa?



Model 1: y=ax + b
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Tabela - metoda AIC

y = const 2 1630,3 326,31 326,57 0,47

y=ax+b 3 1606,4 326,38 326,90 0,40

y=ax*+bx +c | 4 605,2 328,28 329,17 0,13




Whioski koncowe:

® Te same dane wejsciowe, co w przypadku testu F:
M (minimum sumy kwadratéw), m (liczba parametréw),
oraz n (liczba punktéw eksp).

® Test F poréwnuje 2 modele, model definiujacy H, jest

wyrozniony. W metodzie Akaike'go modele sq réwnowazne,
ich liczba dowolna.

® Tylko dwa pojecia: AIC oraz wagi Akaike'go

®* Wzory dla tych wielkosci elementarne. Nie trzeba tabeli
(czy ..kalkulatora") zmiennej F, ani wyboru poziomu istotnosci.

®* Metoda AIC nie moze zastapic tych testow stat., gdzie
badamy pojedynczy model (np. jakosci dopasowania).



Dziekuje za uwage

andrzej.zieba@fis.agh.edu.pl
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